Растровые алгоритмы


Большинство графических  устройств являются растровыми, представляя изображение в виде прямоугольной матрицы (сетки, целочисленной решётки) пикселей (растра), и большинство графических библиотек содержат внутри себя достаточное количество простейших растровых алгоритмов, таких как:

· переведение идеального объекта (отрезка, окружности и др.) в их растровые образы;

· обработка растровых изображений.

Тем не менее, часто возникает необходимость и явного построения растровых алгоритмов.


Достаточно важным понятием для растровой сетки является связность – возможность соединения двух пикселей растровой линией, т. е. Последовательным набором пикселей. Возникает вопрос, когда пиксели (x1, y1) и (x2, y2) можно считать соседними. Для этого вводятся два понятия связности:

1. 4-связность: пиксели считаются соседними, если либо их x-координаты, либо их y-координаты отличаются на единицу: 
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2. 8-связность: пиксели считаются соседними, если их x-координаты и y-координаты отличаются не более чем на единицу: 
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Понятие 4-связности является более сильным: любые два 4-связных пикселя являются и 8-связными, но не наоборот. На рис. 1 изображены 4-связная линия (а) и 8-связная линия (б).
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Рис. 1

В качестве линии на растровой сетке выступает набор пикселей 
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, где любые два пикселя 
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 являются соседними в смысле заданной связности.

Так как понятие линии базируется на понятии связности, то естественным образом возникает понятие 4- и 8-связных линий. Поэтому, когда говорят о растровом представлении (например, отрезка), следует ясно понимать, о каком именно представлении идёт речь. В общем случае растровое представление объекта не является единственным и возможны различные способы его построения.

Растровое представление отрезка. Алгоритм Брезенхейма


Рассмотрим задачу построения растрового изображения отрезка, соединяющего точки
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. Для простоты будем считать, что 
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. Тогда отрезок описывается уравнением:
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Отсюда получаем простейший алгоритм растрового представления отрезка:

void line(int xa, int ya, int xb, int yb, int color)

{


double k = ((double)(yb – ya)) / (xb – xa);


double b = ya – k * xa;


for (int x = xa; x <= xb; x++)



putpixel(x, (int)(k * x + b), color);

}


Вычислений значений функции 
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 можно избежать, используя в цикле рекуррентные соотношения, так как при изменении x на 1 значение y меняется на k.

void line(int xa, int ya, int xb, int yb, int color)

{


double k = ((double)(yb – ya)) / (xb – xa);


double y = ya;


for (int x = xa; x <= xb; x++, y += k)



putpixel(x, (int)y, color);

}


В приведённых примерах взятие целой части y может приводить к не всегда корректному изображению отрезка (рис. 2). Улучшить вид получаемого изображения отрезка можно за счёт округления значений y до ближайшего целого числа. Это означает, что из двух возможных пикселей (расположенных друг над другом так, что прямая проходит между ними) всегда выбирается тот пиксель, который лежит ближе к изображаемой прямой (рис. 3). Для этого достаточно сравнить дробную часть с ½.
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Рис. 2
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Рис. 3



Пусть 
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 - последовательность изображаемых пикселей, причём 
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. Тогда каждому значению 
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 соответствует число 
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Обозначим через 
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 дробную часть соответствующего значения функции 
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Рассмотрим, как изменяется величина 
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 к следующему значению 
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. В противном случае необходимо увеличить y на единицу и тогда приходим к следующим соотношениям: 
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, так как 
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 - целочисленная величина. Заметим, что 
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, так как точка (x0, y0) лежит на прямой 
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Таким образом, приходим к следующей программе:

void line(int xa, int ya, int xb, int yb, int color)

{


double k = ((double)(yb – ya)) / (xb – xa);


double с = 0;

int y = ya;


putpixel(xa, ya, color);


for (int x = xa + 1; x <= xb; x++)

{


if ((c += k) > 0.5)


{



c--;



y++;


}



putpixel(x, y, color);


}

}


Выбор точки можно трактовать и так: рассматривается середина отрезка между возможными пикселями и проверяется, где (выше или ниже этой середины) лежит точка пересечения отрезка прямой, после чего выбирается соответствующий пиксель. Такой метод называется метод серединной точки (midpoint algorithm).


Сравнивать с нулём удобнее, чем с ½, поэтому введём новую вспомогательную величину 
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Получаем следующую программу:

void line(int xa, int ya, int xb, int yb, int color)

{


double k = ((double)(yb – ya)) / (xb – xa);

double d = 2 * k – 1;


int y = ya;


putpixel(xa, ya, color);


for (int x = xa + 1; x <= xb; x++)

{


if (d > 0)


{



d += 2 * k - 2;



y++;


}

else d += 2 * k;



putpixel(x, y, color);


}

}


Несмотря на то, что входные и выходные данные являются целочисленными величинами и все операции ведутся на целочисленной решётке пикселей, алгоритм использует операции с вещественными числами. Чтобы избавиться от необходимости их использования, заметим, что все вещественные числа, используемые в алгоритме, являются числами вида 
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. Поэтому, если домножить величины 
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, то в результате останутся только целые числа. Тем самым приходим к алгоритму растрового представления отрезка Брезенхейма:

void line(int xa, int ya, int xb, int yb, int color)

{


int dx = xb – xa;


int dy = yb – ya;


int d1 = dy << 1;


int d2 = (dy – dx) << 1;


int d = d1 – dx;


putpixel(xa, ya, color);


for (int x = xa + 1, y = y1; x <= xb; x++)

{


if (d > 0)


{



d += d2;



y++;


}

else d += d1;



putpixel(x, y, color);


}

}


Известно, что этот алгоритм даёт наилучшее растровое приближение отрезка. 

Ниже приведена функция для построения 4-связной развёртки отрезка:

void line4(int x1, int y1, int x2, int y2, int color)

{


int dx = x2 – x1;


int dy = y2 – y1;


int d = 0;


int d1 = dy << 1;


int d2 = -(dx << 1);


putpixel(x1, y1, color);


for (int x = x1, y = y1, i = 1; i <= dx + dy; i++)

{


if (d > 0)


{



d += d2;



y++;


}

else 

{

d += d1;

x++;

}



putpixel(x, y, color);


}

}

Общий случай произвольного отрезка легко сводится к рассмотренному выше случаю (когда 
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). Следует только иметь в виду, что при выполнении неравенства 
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 необходимо x и y поменять местами. Полный текст соответствующей программы приводится ниже:

void line(int x1, int y1, int x2, int y2, int color)

{


int dx = abs(x2 – x1);


int dy = abs(y2 – y1);


int sx = x2 >= x1 ? 1 : -1;


int sy = y2 >= y1 ? 1 : -1;


if (dy <= dx)

{


int d1 = dy << 1;


int d2 = (dy – dx) << 1;


int d = d1 – dx;


putpixel(x1, y1, color);



for (int x = x1 + sx, y = y1, i = 1; i <= dx; i++, x += sx)

{



if (d > 0)



{




d += d2;




y += sy;



}

else d += d1;




putpixel(x, y, color);



}

}

else

{


int d1 = dx << 1;


int d2 = (dx – dy) << 1;


int d = d1 – dy;


putpixel(x1, y1, color);



for (int x = x1, y = y1 + sy, i = 1; i <= dy; i++, y += sy)

{



if (d > 0)



{




d += d2;




x += sx;



}

else d += d1;




putpixel(x, y, color);



}

}

}
Растровая развёртка окружности


Для упрощения алгоритма растровой развёртки стандартной окружности можно воспользоваться её симметрией относительно координатных осей и прямых 
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 (в случае, когда центр окружности не совпадает с началом координат, эти прямые необходимо сдвинуть параллельно так, чтобы они прошли через центр окружности). Тем самым достаточно построить растровое представление для 1/8 части окружности, а все оставшиеся точки получить симметрией. С этой целью введём следующую процедуру:

void CirclePoints(int x, int y, int xc, int yc, int color)

{

  putpixel(xc + x, yc + y, color);

  putpixel(xc + y, yc + x, color);

  putpixel(xc + y, yc - x, color);

  putpixel(xc + x, yc - y, color);

  putpixel(xc - x, yc - y, color);

  putpixel(xc - y, yc - x, color);

  putpixel(xc - y, yc + x, color);

  putpixel(xc - x, yc + y, color);

}

Рассмотрим участок окружности из второго октанта 
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. Особенностью данного участка является то обстоятельство, что угловой коэффициент касательной к окружности не превосходит 1 по модулю, а точнее, лежит между –1 и 0. Применим к этому участку алгоритм средней точки (midpoint algorithm).


Функция 
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, определяющая окружность, обращается в нуль на самой окружности, отрицательна внутри окружности и положительна вне её.


Пусть точка (xi, yi) уже поставлена. Для определения того, какое из двух значений y (yi или yi – 1) следует взять в качестве yi+1, введём переменную
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В случае, когда 
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В случае, когда 
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, делаем шаг вниз, выбирая 
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Таким образом, определён итерационный механизм перехода от одного пикселя к другому. В качестве начального пикселя берётся пиксель с координатами (0, R). Тогда 
[image: image55.wmf]R

R

F

d

-

=

-

=

4

/

5

)

2

/

1

,

1

(

0

 и приходим к следующему алгоритму:

void Circle(int xc, int yc, int r, int color)

{


int x = 0;


int y = r;


float d = 1.25 – r;


CirclePoints(x, y, xc, yc, color);


while (y > x)


{



if (d < 0)



{




d += 2 * x + 3;




x++;



}



else



{




d += 2 * (x – y) + 5;




x++;




y--;



}



CirclePoints(x, y, xc, yc, color);


}

}


Заметим, что величина 
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 всегда имеет вид 
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, и, значит, изменяется только на целое число. Поэтому дробную часть (всегда равную1/4) можно отбросить, перейдя тем самым к полностью целочисленному алгоритму:

void Circle(int xc, int yc, int r, int color)

{

  int x = 0;

  int y = r;

  int d = 1 - r;

  int delta1 = 3;

  int delta2 = -2 * r + 5;

  CirclePoints(x, y, xc, yc, color);

  while (y > x)

  {

    if (d < 0)

    {

      d += delta1;

      delta1 += 2;

      delta2 += 2;

      x++;

    }

    else

    {

      d += delta2;

      delta1 += 2;

      delta2 += 4;

      x++;

      y--;

    }

    CirclePoints(x, y, xc, yc, color);

  }

}

Растровая развёртка эллипса


Уравнение эллипса с осями, параллельными координатным осям, имеет следующий вид:
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Домножим обе части уравнения на 
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[image: image60.wmf]2

2

2

2

2

2

)

,

(

b

a

y

a

x

b

y

x

F

-

+

=



В силу симметрии эллипса относительно координатных осей достаточно найти растровое представление только одной из его четвертей, лежащей в первой четверти координатной плоскости: 
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Разобьём четверть эллипса на две части: ту, где угловой коэффициент лежит между –1 и 0, и ту, где угловой коэффициент меньше –1. Вектор, перпендикулярный эллипсу в точке (x, y) (градиент) имеет вид:
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В точке, разделяющей части 1 и 2, 
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. Поэтому y-компонента градиента в области 1 больше x-компоненты (в области 2 – наоборот). Таким образом, если в следующей срединной точке 
[image: image64.wmf])

1

(

2

1

2

2

+

£

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

i

i

x

b

y

a

, то переходим из области 1 в область 2.


Для построения развёртки эллипса также используется алгоритм средней точки. Как и в любом алгоритме средней точки, вычисляется значение F между возможными пикселями и знак функции F используется для определения того, лежит ли точка внутри эллипса, или вне его.


Часть 1. Если координаты текущего пикселя (xi, yi), то
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Часть 2. Если координаты текущего пикселя (xi, yi), то


[image: image72.wmf]2

2

2

2

2

2

)

1

(

2

1

1

,

2

1

b

a

y

a

x

b

y

x

F

d

i

i

i

i

i

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=


При 
[image: image73.wmf]0

<

i

d

, полагаем 
[image: image74.wmf]i

i

x

x

=

+

1

 и 


[image: image75.wmf]).

2

3

(

)

2

(

2

1

2

,

2

1

2

2

2

2

2

2

2

1

i

i

i

i

i

i

i

y

a

d

b

a

y

a

x

b

y

x

F

d

-

=

D

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

+


При 
[image: image76.wmf]0

³

i

d

, полагаем 
[image: image77.wmf]1

1

+

=

+

i

i

x

x

 и 


[image: image78.wmf]).

2

3

(

)

2

2

(

)

2

(

2

3

2

,

2

3

2

2

2

2

2

2

2

2

1

i

i

i

i

i

i

i

i

y

a

x

b

d

b

a

y

a

x

b

y

x

F

d

-

+

+

=

D

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

+



Часть 1 начинается в точке (0, b) и (1, b - 1/2) – первая средняя точка. Поэтому
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На каждой итерации в части 1 нужно не только проверять знак переменной 
[image: image80.wmf]i

d

, но и, вычисляя градиент в средней точке, следить, когда необходимо перейти в часть 2.


Ниже приведён пример программы, использующей описанный алгоритм для построения развёртки эллипса.

#include <graphics.h>

#include <conio.h>

void EllipsePoints(int x, int y, int xc, int yc, int color)

{

  putpixel(xc + x, yc + y, color);

  putpixel(xc + x, yc - y, color);

  putpixel(xc - x, yc - y, color);

  putpixel(xc - x, yc + y, color);

}

void Ellipse(int xc, int yc, int a, int b, int color)

{

  int x = 0;

  int y = b;

  long a2 = (long)a * a;

  long b2 = (long)b * b;

  long f1 = a2 * b;

  long f2 = b2;

  long _2b2 = 2 * b2;

  long _2a2 = 2 * a2;

  long d = b2 - a2 * b;

  long delta11 = 3 * b2;

  long delta12 = delta11 + a2 * (2 - 2 * y);

  long delta21, delta22;

  bool part1 = true;

  EllipsePoints(x, y, xc, yc, color);

  while (y)

  {

    if (part1)

    {

      if (d < 0)

      {

        d += delta11;

        delta12 += _2b2;

      }

      else

      {

        d += delta12;

        delta12 += _2a2 + _2b2;

        y--;

        f1 -= a2;

      }

      delta11 += _2b2;

      x++;

      f2 += b2;

      if (f1 < f2)

      {

        part1 = false;

        d = b2 * (long)x * (x + 1) + a2 * ((long)y * y - 2 * y + 1) - a2 * b2;

        delta21 = a2 * (3 - 2 * y);

        delta22 = b2 * (2 * x + 2) + delta21;

      }

    }

    else

    {

      if (d < 0)

      {

        d -= delta21;

        delta22 += _2a2;

      }

      else

      {

        d -= delta22;

        delta22 += _2b2 + _2a2;

        x++;

      }

      delta21 += _2a2;

      y--;

    }

    EllipsePoints(x, y, xc, yc, color);

  }

}

void main()

{

  int gd = VGA, gm = VGAHI;

  initgraph(&gd, &gm, "d:\\lng\\bc5\\bgi");

  Ellipse(getmaxx() / 2, getmaxy() / 2, 200, 100, 15);

  getch();

  closegraph();

  restorecrtmode();

}

Закраска области, заданной цветом границы


Рассмотрим область, ограниченную набором пикселей заданного цвета и точку (x,y), лежащую внутри этой области.


Задача заполнения области заданным цветом в случае, когда эта область не является выпуклой, может оказаться довольно сложной.


Простейший алгоритм:

void PixelFill(int x, int y, int border_color, int color)

{


int c = getpixel(x, y);


if ((c != border_color) && (c != color))


{



putpixel(x, y, color);



PixelFill(x – 1, y, border_color, color);



PixelFill(x + 1, y, border_color, color);



PixelFill(x, y – 1, border_color, color);



PixelFill(x, y + 1, border_color, color);


}

}

хотя и абсолютно корректно заполняющий даже самые сложные области, является слишком неэффективным, так как для всякого уже отрисованного пикселя функция вызывается ещё 4 раза и, кроме того, этот алгоритм требует слишком большого объёма стека из-за большой глубины рекурсии. Поэтому для решения задачи закраски области предпочтительнее алгоритмы, способные обрабатывать сразу целые группы пикселей, т. е. Использовать их «связность» - если данный пиксель принадлежит области, то скорее всего его ближайшие соседи также принадлежат данной области.


По заданной точке (x, y) отрезок [xl, yr] максимальной длины, проходящий через эту точку и целиком содержащийся в области, построить несложно. После заполнения этого отрезка необходимо проверить точки, лежащие непосредственно над и под ним. Если при этом найдутся незаполненные пикселя, принадлежащие данной области, то для их обработки функция вызывается рекурсивно.


Описанный алгоритм намного эффективнее предыдущего и также способен работать с областями самой сложной формы. Ниже представлен текст программы, реализующей данный алгоритм.

#include <graphics.h>

#include <conio.h>

int LineFill(int x, int y, int dir, int prev_xl, int prev_xr, int c1, int c2)

{

  int xl = x;

  int xr = x;

  int c;

  do

  c = getpixel(--xl, y);

  while ((c != c1) && (c != c2));

  do

  c = getpixel(++xr, y);

  while ((c != c1) && (c != c2));

  xl++;

  xr--;

  line(xl, y, xr, y);

  for(x = xl; x <= xr; x++)

  {

    c = getpixel(x, y + dir);

    if ((c != c1) && (c != c2))

      x = LineFill(x, y + dir, dir, xl, xr, c1, c2);

  }

  for(x = xl; x < prev_xl; x++)

  {

    c = getpixel(x, y - dir);

    if ((c != c1) && (c != c2))

      x = LineFill(x, y - dir, -dir, xl, xr, c1, c2);

  }

  for(x = prev_xr; x < xr; x++)

  {

    c = getpixel(x, y - dir);

    if ((c != c1) && (c != c2))

      x = LineFill(x, y - dir, -dir, xl, xr, c1, c2);

  }

  return xr;

}

void fill(int x, int y, int fill_color, int border_color)

{

  setcolor(fill_color);

  LineFill(x, y, 1, x, x, fill_color, border_color);

}

void main()

{

  int gd = VGA, gm = VGAHI;

  initgraph(&gd, &gm, "d:\\lng\\bc5\\bgi");

  circle(320, 200, 140);

  circle(260, 200, 40);

  circle(380, 200, 40);

  getch();

  fill(320, 300, GREEN, WHITE);

  getch();

  closegraph();

  restorecrtmode();

}


Существует и другой подход к заполнению области сложной формы, заключающийся в определении её границы и последовательном заполнении горизонтальных участков между граничными пикселями. Такой алгоритм имеет следующую структуру:

1. построение упорядоченного списка граничных пикселей (отслеживается внешняя граница);

2. проверка внутренности (для обнаружения в ней дыр);

3. заполнение области горизонтальными отрезками, соединяющими точки границы.

Заполнение многоугольника

Рассмотрим, каким образом можно заполнить многоугольник, задаваемый замкнутой ломаной линией без самопересечений.

Приведённая ниже процедура осуществляет заполнение треугольника, заданного массивом своих вершин. Для отслеживания изменения x-координат вдоль рёбер используются числа с фиксированной точкой в формате 16.16.

void Triangle(int x1, int y1, int x2, int y2, int x3, int y3)

{

  int t, i;

  if (y2 < y1)

  {

    t = y1; y1 = y2; y2 = t;

    t = x1; x1 = x2; x2 = t;

  }

  if (y3 < y1)

  {

    t = y1; y1 = y3; y3 = t;

    t = x1; x1 = x3; x3 = t;

  }

  if (y3 < y2)

  {

    t = y2; y2 = y3; y3 = t;

    t = x2; x2 = x3; x3 = t;

  }

  long x_1 = (long)x1 << 16, x_2 = x_1;

  long dx1 = 0;

  if (y3 - y1) dx1 = ((long)(x3 - x1) << 16) / (y3 - y1);

  long dx2 = 0;

  if (y2 - y1) dx2 = ((long)(x2 - x1) << 16) / (y2 - y1);

  long dx3 = 0;

  if (y3 - y2) dx3 = ((long)(x3 - x2) << 16) / (y3 - y2);

  for (i = y1; i < y2; i++)

  {

    line(x_1 >> 16, i, x_2 >> 16, i);

    x_1 += dx1;

    x_2 += dx2;

  }

  for (i = y2; i <= y3; i++)

  {

    line(x_1 >> 16, i, x_2 >> 16, i);

    x_1 += dx1;

    x_2 += dx3;

  }

}


В этой процедуре первые три блока сравнения предназначены для упорядочения вершин треугольника по возрастанию координаты y. Далее выполняется вычисление приращений координаты x при движении вдоль рёбер. Весь треугольник как бы разбивается на два треугольника – верхний (с вершинами (x1, y1), (x2, y2), (x*, y2)) и нижний (с вершинами (x2, y2), (x*, y2), (x3, y3)) (рис. 4). Приращение dx1 является общим для этих двух треугольников. Приращение dx2 используется для рисования первого треугольника, а приращение dx3 – для рисования второго.


Прежде чем перейти к общему случаю, рассмотрим, как осуществляется заполнение выпуклого многоугольника. Заметим, что невырожденный (в точку или в отрезок) выпуклый многоугольник может содержать не более двух горизонтальных отрезков – вверху и внизу.


Для заполнения выпуклого многоугольника найдём самую верхнюю точку и определим два ребра, выходящие из неё. Если одно из них (или оба) являются горизонтальными, то перейдём в соответствующем направлении к следующему ребру, и так до тех пор, пока не будут найдены два ребра, идущие вниз (при этом они могут выходить из разных точек, но эти точки будут иметь одинаковую ординату).


Аналогично заполнению треугольника, найдём приращения x-координат для каждого из рёбер, и будем спускаться вниз, рисуя соответствующие линии. При этом необходимо проверять, не проходит ли следующая линия через вершину одного из двух ведущих рёбер. В случае прохождения выполняется переход к следующему ребру и заново вычисляется приращение для x-координаты.

Заполнение произвольного многоугольника, заданного ломаной линией без самопересечений, можно осуществлять методом критических точек.


Критическая точка – это вершина, y-координата которой или является локальным минимумом или представляет одну точку из последовательного набора точек, образующего локальный минимум. В многоугольнике, представленном на рис. 5, критическими точками являются вершины 1, 3 и 6. Алгоритм начинается с построения массива критических точек и его сортировке по y-координате.


Таблица активных рёбер (Active Edge Table – AET) инициализируется как пустая. Далее находятся минимальное и максимальное значения y. Затем для каждой строки очередные критические точки проверяются на принадлежность этой строке. В случае, если критическая точка лежит на строке, отслеживаются два ребра, идущих от неё вниз, которые затем добавляются в таблицу активных рёбер так, чтобы она всегда была отсортирована по возрастанию x. Далее для каждой строки рисуются все отрезки, соединяющие попарные вершины рёбер из AET. При этом проверяется, не попала ли нижняя точка какого-либо ребра на сканирующую прямую. Если попала, то ищется ребро, идущее из заданной точки вниз. Если такое ребро найдено, то оно заменяет собой старое ребро из AET; в противном случае соответствующее ребро из таблицы активных рёбер исключается.
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Рис. 5.
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