Проективные и перспективные преобразования


Изображение пространственных объектов на экране монитора невозможно без операции проектирования. Операция проектирования позволяет преобразовывать пространственные объекты в плоские, которые затем легко можно отобразить на экране. Существует довольно много видов проектирования. Далее будут рассмотрены два вида: проектирование параллельными прямыми и прямыми, исходящими из одной точки.


Для получения проекции заданного объекта на плоскость необходимо провести через каждую его точку прямую из проектирующего пучка прямых и затем найти координаты точек пересечения этих прямых с плоскостью изображения.

Проектирование параллельными прямыми


В зависимости от взаимного расположения плоскости изображения и направления пучка параллельных прямых, осуществляющих проектирование, различают несколько случаев. Самым простым является тот, когда прямые перпендикулярны плоскости изображения, а сама эта плоскость является одной из координатных плоскостей (рис. 1) или параллельна ей (рис. 2).


Для описания преобразований проектирования также удобно пользоваться матрицами. Например, матрица проектирования на плоскость Oyz вдоль оси Ox имеет следующий вид:
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Если M (x, y, z) – заданная точка, то соответствующая ей точка на плоскости изображения находится так:
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Таким образом, точка M проектируется в точку M* (0, y, z).

В случае, если плоскость проектирования параллельна координатной плоскости Oyz, матрица примет следующий вид:
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где p – расстояние от плоскости Oyz до проектируемой плоскости вдоль оси Ox.


Аналогично записываются матрицы проектирования на две другие координатные плоскости вдоль осей Oy и Oz соответственно:
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Также существуют матрицы, соответствующие другим случаям взаимного расположения проектирующего пучка параллельных прямых и координатной системы. Рассмотрим, например, случай косоугольного проектирования, при котором пучок параллельных прямых пересекает координатную плоскость Oxy под углом 450 (так называемая кабинетная проекция). Соответствующая матрица будет иметь вид:
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Перспективные преобразования

Визуальным эффектом перспективного преобразования является то, что размеры объекта уменьшаются по мере его отдаления от точки просмотра. Перспективные преобразования часто используются при работе с камерами и при построении плоского изображения, отражающего параметры трёхмерной сцены.


При перспективных преобразованиях в пространстве точке M (x, y, z) ставятся в соответствие однородные координаты, определяемые вектором-столбцом:
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Если 
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, то получаем вектор-столбец, аналогичный использованному в аффинных преобразованиях на плоскости:
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Необходимость использования в качестве x4 значений отличных от 1 возникает при использовании перспективных преобразований в пространстве. 


Пусть, например, перспективное преобразование в пространстве задано матрицей:
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При таком преобразовании пучок прямых, параллельных оси абсцисс преобразуется в пучок прямых, проходящих через точку (-a, 0, 0). Получаемая таким образом точка называется точкой схода преобразования, определяемого матрицей Q. При 
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 угол наклона прямых стремится к 0. Таким образом, при неограниченном увеличении параметра a матрица Q постепенно вырождается в единичную и преобразованный геометрический объект всё меньше отличается от исходного. Вычислим координаты точки, получаемой в результате применение к точке M (x, y, z) преобразования, задаваемого матрицей Q:
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Поскольку в вычисленном векторе-столбце последний элемент не равен 1 (т. е. x4 в однородных координатах не равен 1), то чтобы вычислить координаты точки M* поделим вектор-столбец на его последний элемент:
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Таким образом, видно, что если 
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 точка M* по своим координатам всё больше становится похожа на точку M.


После того, как выполнено перспективное преобразование, для отображения преобразованного геометрического объекта на экране требуется выполнить проективное преобразование. Например, если нужно спроецировать объект на плоскость Oxy, требуется выполнить проективное преобразование, задаваемое матрицей:
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Иногда, для преобразования пространственного геометрического объекта к плоскому используется следующее преобразование:
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Этому преобразованию соответствует матрица
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Параметр k может определять разрешение экрана по горизонтали, а параметры b и c – соответственно координаты центра экрана.

Пример программы


Ниже приведён исходный текст программы на языке C++, использующей перспективное преобразование для рисования на экране вращающегося куба.

#include <graphics.h>

#include <conio.h>

#include <math.h>

#include <dos.h>

#define NUM_POINTS  8

#define NUM_LINES   12

#define INC         0.01

struct Point {

  float x, y, z;

} points[NUM_POINTS];

struct Line {

  Point p1, p2;

} lines[NUM_LINES];

void BuildCube()

{

  points[0].x = 0.5;

  points[0].y = 0.5;

  points[0].z = 0.5;

  points[1].x = -0.5;

  points[1].y = 0.5;

  points[1].z = 0.5;

  points[2].x = -0.5;

  points[2].y = -0.5;

  points[2].z = 0.5;

  points[3].x = 0.5;

  points[3].y = -0.5;

  points[3].z = 0.5;

  points[4].x = 0.5;

  points[4].y = 0.5;

  points[4].z = -0.5;

  points[5].x = -0.5;

  points[5].y = 0.5;

  points[5].z = -0.5;

  points[6].x = -0.5;

  points[6].y = -0.5;

  points[6].z = -0.5;

  points[7].x = 0.5;

  points[7].y = -0.5;

  points[7].z = -0.5;

  lines[0].p1 = points[0];

  lines[0].p2 = points[1];

  lines[1].p1 = points[1];

  lines[1].p2 = points[2];

  lines[2].p1 = points[2];

  lines[2].p2 = points[3];

  lines[3].p1 = points[3];

  lines[3].p2 = points[0];

  lines[4].p1 = points[4];

  lines[4].p2 = points[5];

  lines[5].p1 = points[5];

  lines[5].p2 = points[6];

  lines[6].p1 = points[6];

  lines[6].p2 = points[7];

  lines[7].p1 = points[7];

  lines[7].p2 = points[4];

  lines[8].p1 = points[0];

  lines[8].p2 = points[4];

  lines[9].p1 = points[1];

  lines[9].p2 = points[5];

  lines[10].p1 = points[2];

  lines[10].p2 = points[6];

  lines[11].p1 = points[3];

  lines[11].p2 = points[7];

}

Point RotateY(Point p, float angle)

{

  float sina = sin(angle), cosa = cos(angle);

  float x = p.x * cosa - p.z * sina;

  float z = p.x * sina + p.z * cosa;

  Point res = {x, p.y, z};

  return res;

}

Point RotateZ(Point p, float angle)

{

  float sina = sin(angle), cosa = cos(angle);

  float x = p.x * cosa - p.y * sina;

  float y = p.x * sina + p.y * cosa;

  Point res = {x, y, p.z};

  return res;

}

void Perspect(Point p, int& x, int& y)

{

  int maxx = getmaxx(), maxy = getmaxy();

  x = p.x * maxy / (p.z + 2) + (maxx >> 1);

  y = p.y * maxy / (p.z + 2) + (maxy >> 1);

}

void Draw(int color, float angle)

{

  int i = 0, x1, y1, x2, y2;

  setcolor(color);

  for (; i < NUM_LINES; i++)

  {

    Perspect(RotateZ(RotateY(lines[i].p1, angle), angle), x1, y1);

    Perspect(RotateZ(RotateY(lines[i].p2, angle), angle), x2, y2);

    line(x1, y1, x2, y2);

  }

}

void main()

{

  int gd = VGA, gm = VGAMED, p = 0;

  float angle = 0;

  initgraph(&gd, &gm, "D:\\LNG\\BC5\\BGI");

  BuildCube();

  do

  {

    setvisualpage(p ^ 1);

    setactivepage(p);

    delay(10);

    Draw(0, angle - INC);

    angle += INC;

    Draw(15, angle);

    p ^= 1;

    if (angle > 2 * M_PI) angle -= 2 * M_PI;

  } while (!kbhit());

  getch();

  closegraph();

  restorecrtmode();

}


Для поворота и перспективного преобразования куба в программе используется преобразование, определяемое матрицей:
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где maxx – разрешение экрана по горизонтали, maxy – разрешение экрана по вертикали,  – угол поворота. Первая матрица определяет перспективное преобразование вида
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Вторая матрица определяет поворот вокруг оси Oz на угол , а третья матрица определяет поворот вокруг оси Oy.
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